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Ì‹‹Ù¥‹fiÌ‹ë Ù‹ÿÉ“‹Ü‹Â (Real Number)

›Ì‹¨Í‹Õ‹‹â Üÿ. Δ‹ Â̧Í‹

≈¤¡Û≥¤¤Ï¤¬¤¤
Û¤¤Â≤¤fi ≈¤ ‰̂È¤fi Ó¤¤‰¿¤ ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰¬¤fi (Integers) ≤¤à. Û¤¤Œ¤¤¬î¤ “fi≥¤‰  ¤¿¤¤ Á ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰¬¤¤ √¤∞¤¬¤‰ I = {1, 2, 3,....,

n,...} Ï¤±‰ ∏Ó¤¤ŸÏ¤Ï¤¤Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰ í‰. Ö¤ √¤∞¤Œ¤¤◊ ê‰̊ È¤¤ ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰? Ö¬¤◊≥¤ (Infinity). Ö¬¤◊≥¤ Ö‰̊ È¤‰ ê‰̊ È¤¤? Ö‰ê ê¤‰≤¤Î¤Œ¤¤◊
Ö‰ê,  ¤‰, ¥¤∞¤ ‹Ï¤. õ¤ ¤“êfi ä≈¤“ È¤Ç¤fi¬¤‰ ¬¤¤Ç¤‰ “¤Ç¤fiÖ‰. Ö¤ È¤Ç¤fi¬¤‰ ¬¤¤Ç¤Ï¤¤¬¤fl◊ õ¤¤È¤fl “¤Ç¤fiÖ‰, ≥¤¤‰ ê¤‰à ‹∏Ï¤Û¤  ¤◊¿¤
¬¤ ≤¤¤î¤.  Ö‰Ï¤¤Œ¤¤◊ √¤‹∞¤≥¤Ó¤¤Û¥¤fi êÊ¬˚“ (Cantor) Ö¤Ïî¤¤. ≥¤‰Œ¤∞¤‰ ≤¤¤‰±¤◊ê ¬¤°Ï¤¤‰ »‰“»¤“ Û¤flõ¤Ïî¤¤‰. ¿¤¤“¤‰ ê‰ ê¤‰≤¤Î¤‰
Ã¤“¤à √¤î¤¤‰ Ö¬¤‰ Ö¤≈¤∞¤‰ È¤Ç¤fi¬¤‰ ¬¤¤Ç¤Ï¤¤¬¤fl◊  ¤◊¿¤ êî¤fl⁄ Ö¬¤‰ ê¤‰≤¤Î¤Œ¤¤◊ Ã¤“‰È¤¤ ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰¬¤‰ Ö¬¤◊≥¤ Û¤◊≈¤·∞¤Ÿ ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰ êˆfiÖ‰.
Ö¤¬¤fi ÖÛ¤“ Ó¤fi?

 ¤‰ √¤∞¤¤‰¬¤‰  ¤‰ “fi≥¤‰ Û¤“Ç¤¤Ï¤fi Ó¤ê¤î¤.  ¤◊¬¤‰¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰ √¤∞¤fi¬¤‰ †‰  ¤◊¬¤‰Œ¤¤◊ Û¤“Ç¤¤ Û¤Ãî¤¤‰ ˆ¤‰î¤ ≥¤¤‰ êˆfi Ó¤êfiÖ‰
ê‰  ¤◊¬¤‰ √¤∞¤¤‰ Û¤“Ç¤¤ í‰. Ö‰ ‹Ï¤Ó¤¤Î Û¤Ã¤¤√¤„̂ Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰È¤¤  ¤¿¤¤ ≈¤¡‰ô¤ê¤‰¬¤‰  ¤‰™ê Œ¤ÎÓ¤‰? Û¤Ã¤¤√¤„̂ ¬¤fi  ¤‰™ê¤‰¬¤fi Û¤◊Çî¤¤
Ö¬¤‰ ≈¤¡‰ô¤ê¤‰¬¤fi Û¤◊Çî¤¤ √¤∞¤Ï¤fi ≤¤¤‰±fiê Œ¤flÓê‰È¤ í‰. Ö¤¬¤‰  ¤∏È¤‰ ≈¤¡‰ô¤ê¤‰¬¤‰  ¤‰Û¤fi ÁÏ¤¤ ‹Ï¤¬¤◊≥¤fi ê“Ï¤fi Û¤“Î í‰. †‰ ∏“‰ê
≈¤¡‰ô¤ê¬¤‰  ¤‰™ê Œ¤Î‰,  ¤‰™ê¬¤‰ ≈¤¡‰ô¤ê Œ¤Î‰ ≥¤¤‰ Ö¤≈¤∞¤‰ êˆfiÖ‰ ê‰ Û¤Ã¤¤√¤„̂ ¬¤¤  ¤‰™ê¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ Ö¬¤‰ ≈¤¡‰ô¤ê¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ Û¤“Ç¤¤
í‰. ÖˆÕî¤¤◊ Ö¤≈¤∞¤‰ ≈¤¡‰ô¤ê- ¤‰™ê,  ¤‰™ê-≈¤¡‰ô¤ê¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤ (one to one correspondence) √¤¤‰™Ï¤fi¬¤‰ Û¤“Ç¤¤Œ¤∞¤fi
ê“fi. Ö¤ “fi≥¤  ¤◊¬¤‰ √¤∞¤¤‰¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰¬¤‰ Ö‰ê ¤fi†¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤ √¤¤‰™Ï¤fi¬¤‰ Û¤“Ç¤¤Ï¤Ï¤¤ ≥¤‰ ≈¤∞¤ Ö√¤≥î¤¬¤fi “fi≥¤ í‰.

†‰ Ö‰ê √¤∞¤¬¤¤ ∏“‰ê Û¤Ãî¤¬¤‰  ¤fi† √¤∞¤¬¤¤ »è≥¤ Ö‰ê¬¤‰ Ö‰ê Á Û¤Ãî¤¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤ √¤¤‰™Ï¤fi Ó¤ê¤î¤ ≥¤‰ Á “fi≥¤‰
 ¤fi† √¤∞¤¬¤¤ ∏“‰ê Û¤Ãî¤¬¤‰ ≈¤ ‰̂È¤¤ √¤∞¤¬¤¤ »è≥¤ Ö‰ê ¬¤‰ Ö‰ê Á Û¤Ãî¤¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤ √¤¤‰™Ï¤fi Ó¤ê¤î¤ ≥¤¤‰  ¤◊¬¤‰ √¤∞¤¤‰ Û¤Œ¤¤¬¤
√¤∞¤¤‰ (Equivalent) √¤∞¤¤î¤. Ö◊√¤¡‰°Œ¤¤◊ Ö‰Ï¤fl◊ ê ‰̂Ï¤¤î¤ ê‰ Ö¤  ¤◊¬¤‰ √¤∞¤¤‰¬¤fi ê¤‹±Ÿ¬¤¤‹È¤˚fi (Cardinality) Û¤“Ç¤fi í‰.

ê‰¬˚“‰ Á‰ Û¤flõ¤Ï¤‰È¤fl◊ ≥¤‰ ˆÏ¤‰ †‰àÖ‰, Ö¬¤‰ ≥¤‰¬¤fi ÖÛ¤“ †‰àÖ‰. Ö¬¤◊≥¤ Û¤◊≈¤·∞¤Ÿ ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ I = {1, 2, 3,....}
Ö¬¤‰ Ö¬¤◊≥¤ Û¤◊≈¤·∞¤Ÿ  ¤‰êfi¬¤¤‰ √¤∞¤ E = {2, 4, 6,....} È¤à¬¤‰ Ö¤≈¤∞¤¬¤‰ Ö¤  ¤‰ √¤∞¤¤‰¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰¬¤‰ Ö‰ê ¤fi†¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤
¬¤fiõ¤‰ ≈¤¡Œ¤¤∞¤‰ √¤¤‰™Ï¤fi Ó¤êfiÖ‰.

N 1 2 3 4 5...... n......
? ? ? ? ? ?

E 2 4 6 8 10...... 2n......
N¬¤¤ ∏“‰ê Û¤Ãî¤¬¤‰ E¬¤fi Ö‰ê Á Û¤◊Çî¤¤ †‰±‰ †‰±fi Ó¤ê¤î¤ Ö¬¤‰ ≥¤‰ Á “fi≥¤‰ E¬¤¤ ∏“‰ê Û¤Ãî¤¬¤‰ N¬¤fi Ö‰ê

Û¤◊Çî¤¤ †‰±fi Ó¤ê¤î¤. Ö¤≤¤fi I Ö¬¤‰ E¬¤¤ Û¤Œ¤¤¬¤ √¤∞¤¤‰ í‰. Ö¤≤¤fi ≥¤‰Œ¤¬¤fi ê¤‹±Ÿ¬¤¤‹È¤˚fi Û¤“Ç¤fi í‰. Ö‰̊ È¤‰ ê‰ ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰
ê“≥¤¤◊  ¤‰êfi Û¤◊Çî¤¤ Ö¤‰ífi ¬¤≤¤fi. Ö¤ ≈¤õ¤¤Ï¤fi Ó¤êÓ¤¤‰ ?

é∞¤ Ö¬¤‰ ¿¤¬¤ ≈¤·∞¤¤⁄ê¤‰ Ö¬¤‰ Ó¤·¬î¤¬¤¤‰ √¤∞¤ Z = {....–3, –2, –1, 0, 1, 2, 3...} í‰. N Ö¬¤‰ Z¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰¬¤‰
¬¤fiõ¤‰¬¤fi Ö¬¤fl≈¤Œ¤ “fi≥¤‰ †‰±fi Ó¤ê¤î¤.

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n

? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
Z 0 1 –1 2 –2 3 –3 4 –4

1 1 2 1

4

   ( ) ( )
n

n
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N¬¤¤ n Û¤Ãî¤ Œ¤¤ ‰̊ Z¬¤¤‰ 1 1 2 1

4

   ( ) ( )
n

n  Û¤Ãî¤ í‰.

Ö¤≤¤fi N Ö¬¤‰ Z Û¤Œ¤¤¬¤ √¤∞¤¤‰ í‰. Ö¤ ≈¤õ¤¤Ï¤fi Ó¤ê¤Ó¤‰? Z Ö¬¤‰ NŒ¤¤◊ Û¤“Ç¤¤ Û¤Ãî¤¤‰ í‰. (!!) êà “fi≥¤‰?
ê¤‰≤¤Î¤‰ Ã¤“¤î¤ Ö‰̊ È¤‰ Ã¤“Ï¤¤¬¤fl◊  ¤◊¿¤ ê“fiÖ‰ ífiÖ‰. Ö¬¤◊≥¤ Û¤◊≈¤·∞¤Ÿ í‰, Ö¬¤◊≥¤ Ö¬¤◊≥¤ ¬¤≤¤fi. Ö¤¬¤¤ ≈¤ífi ê‰¬˚“‰  ¤ fl̂
Á ‹ ◊̂Œ¤≥¤Ã¤“fi “fi≥¤‰ ¬¤Ï¤fi Ïî¤¤Çî¤¤ Ö¤≈¤fi. †‰ ê¤‰à≈¤∞¤ √¤∞¤¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰¬¤‰ N √¤∞¤¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤
√¤¤‰™Ï¤fi Ó¤ê¤î¤ ≥¤¤‰ ≥¤‰ √¤∞¤ ±fi¬¤flŒ¤“‰ ¤È¤ Ö≤¤Ï¤¤ ê¤ä¬ ‰̊ ¤È¤fi Ü¬»¤Ü¬¤¤Ü˚ (denumerable or countably infinite
- √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤) í‰. Ö¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰¬¤‰ Û¤◊Çî¤¤ Œ¤¤ ‰̊ ˆfi ¤¡fl Ã¤¤Ú¤¤¬¤¤‰ ≈¤ ‰̂È¤¤‰ Ó¤ ∏ ÖÊÈ¤‰» ¬¤¤Ê̊
(Aleph Naught) K0 ê‰¬˚“‰ ≈¤Û¤◊∏ êî¤¤‰Ÿ. M  Ö‰̊ È¤‰ M √¤∞¤¬¤fi ê¤‹±Ÿ¬¤¤‹È¤˚fi. Ö¤≤¤fi N  = E  = Z  = K0.

Ö≈¤·∞¤¤⁄ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ (Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰, Rational Numbers)

Ö≈¤·∞¤¤⁄ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤ √¤∞¤‰ Q = { a

b
a Ö¬¤‰ b ≈¤·∞¤¤⁄ê í‰ Ö¬¤‰ b ≠ 0} Ï¤±‰ ∏Ó¤¤ŸÏ¤Ï¤¤Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰ í‰.

Q¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰¬¤‰ N¬¤¤ Û¤Ãî¤¤‰ †‰±‰ †‰±Ï¤¤Œ¤¤◊ ¬¤fiõ¤‰¬¤fi “fi≥¤ Œ¤∏∏Ë≈¤ ≤¤Ó¤‰.
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Ö¤¬¤¤ ä≈¤“≤¤fi

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15....
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
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†‰à Ó¤ê¤Ó¤‰ ê‰ Ö‰ê ≈¤¡¤ê„‹≥¤ê Û¤◊Çî¤¤ Û¤¤≤¤‰ Ö‰ê Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤ Ö¬¤flË≈¤ “fi≥¤‰ †‰±fi Ó¤ê¤î¤ í‰. ≥¤‰ Á “fi≥¤‰ Ö‰ê

Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤ †‰±‰ Ö‰ê ≈¤¡¤ê„‹≥¤ê Û¤◊Çî¤¤ Ö¬¤flË≈¤ “fi≥¤‰ †‰±fi Ó¤ê¤î¤ í‰.

Ö¤≤¤fi Q  = N  = K0.

Ö≥î¤¤“Û¤fl¿¤fi ∏“‰ê Ö¬¤◊≥¤ Û¤◊≈¤·∞¤Ÿ √¤∞¤ √¤∞î¤Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰, ≈¤∞¤ 1874Œ¤¤◊ ê‰¬˚“‰ √¤∞¤ Ó¤¤‰¿¤fi ê¤Øñ¤ ê‰ Á‰

Ö√¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰. 1891Œ¤¤◊ ≥¤‰¬¤fi Û¤“Î Û¤¤‹ ¤‹≥¤ Ö¤≈¤fi Á‰ Ç¤“‰Ç¤“ Û¤“Î ˆ¤‰à¬¤‰ Ö¤≈¤∞¤‰ †‰àÖ‰.

¬¤¤Δ¿¤ : Ö¤≈¤∞¤‰ 1

2
 = 0.5000... = 0.49999... ∏Ó¤¤ŸÏ¤fi Ó¤êfiÖ‰. ≈¤∞¤ Û¤◊Çî¤¤ ∏Ó¤¤ŸÏ¤Ï¤¤¬¤fi Ö¬¤¬î¤≥¤¤ Œ¤¤ ‰̊ Ö◊≥¤Œ¤¤◊

Ó¤·¬î¤¤‰ Ö¤Ï¤‰ ≥¤‰ “fi≥¤‰ Û¤◊Çî¤¤¬¤‰ ∏Ó¤¤ŸÏ¤fiÓ¤fl◊.

≈¤¡Œ¤‰î¤ : Ö◊≥¤“¤È¤ (0, 1)Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰È¤fi  ¤¿¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰ ¥¤∞¤ Ö√¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ í‰.
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Û¤¤‹ ¤≥¤fi : ¿¤¤“¤‰ ê‰ Ö◊≥¤“¤È¤ (0, 1)Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰È¤fi  ¤¿¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ í‰. Ö¤ ¿¤¤“∞¤¤¬¤¤
ê¤“∞¤‰ Ö¤ √¤∞¤¬¤¤ ∏“‰ê Û¤Ãî¤¬¤‰ N √¤∞¤¬¤¤ »è≥¤ Ö‰ê¬¤¤ Ö‰ê Á Û¤Ãî¤¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤ √¤¤‰™Ï¤fi Ó¤ê¤î¤. Ö‰ê Á “fi≥¤‰
¬¤fiõ¤‰ Á∞¤¤Ïî¤¤ ≈¤¡Œ¤¤∞¤‰ N √¤∞¤¬¤¤ ≈¤¡≥î¤‰ê Û¤Ãî¤¬¤‰ (0, 1)¬¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤ √¤∞¤¬¤¤ »è≥¤ Ö‰ê¬¤¤ Ö‰ê Á
Û¤Ãî¤¬¤‰ Ö¬¤flË≈¤ √¤¤‰™Ï¤fi Ó¤ê¤î¤.

N (0, 1)Œ¤¤◊¬¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰
1 x1 = 0.21357....
2 x2 = 0.35678....
3 x3 = 0.44356....
4 x4 = 0.78653....
5 x5 = 0.95678....
...
n x

n
 = 0.a1a2....an

ˆÏ¤‰ Ö¤≈¤∞¤‰ (0, 1)Œ¤¤◊¬¤fi ¬¤fiõ¤‰¬¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤ È¤àÖ‰. x1¬¤¤‰ ≈¤ ‰̂È¤¤‰ ∏Ó¤¤◊Ó¤ 2 ˆ¤‰à¬¤‰ 2, 0 Ö¬¤‰ 9 Ï¤√¤“¬¤fi
ê¤‰à≈¤∞¤ Û¤◊Çî¤¤ È¤àÖ‰. Ö¤≈¤∞¤fi ¬¤Ï¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤ b¬¤¤‰ ≈¤ ‰̂È¤¤‰ ∏Ó¤¤◊Ó¤ 3 È¤àÖ‰ Ö‰̊ È¤‰ b = 0.3 í‰. x2 Œ¤¤◊
∏Ó¤¤◊Ó¤¬¤fi  ¤fi° Á√î¤¤Ö‰ 5 í‰. b¬¤¤‰  ¤fi° Á√î¤¤¬¤¤‰ ∏Ó¤¤◊Ó¤ 5, 0 Ö¬¤‰ 9 Ï¤√¤“¬¤fi ê¤‰à≈¤∞¤ Û¤◊Çî¤¤ È¤àÖ‰. 6 È¤àÖ‰
Ö‰̊ È¤‰ b = 0.36... í‰. ˆÏ¤‰ x3 Œ¤¤◊ ∏Ó¤¤◊Ó¤Œ¤¤◊ ¥¤fi° Á√î¤¤Ö‰ 3 ˆ¤‰à¬¤‰, 3, 0, 9 Ï¤√¤“¬¤fi 4 Û¤◊Çî¤¤ È¤àÖ‰ Ö‰̊ È¤‰
b = 0.364 í‰. Ö‰ Á “fi≥¤‰ x4 Œ¤¤◊ õ¤¤‰≤¤¤‰ ∏Ó¤¤◊Ó¤ 5 ˆ¤‰à¬¤‰, 5, 0, 9 Ï¤√¤“¬¤fi 6 È¤àÖ‰ Ö‰̊ È¤‰ b = 0.3646...
í‰. ˆÏ¤‰ x5 Œ¤¤◊ ≈¤¤◊õ¤Œ¤fi Á√î¤¤Ö‰ 8 ˆ¤‰à¬¤‰, 8, 0, 9 Ï¤√¤“¬¤fi Û¤◊Çî¤¤ 7 È¤àÖ‰, Ö‰̊ È¤‰ b = 0.36467... í‰. Ö¤
Á ≈¤¡Œ¤¤∞¤‰ Ö¤√¤Î Ï¤¿¤≥¤¤◊ Á≥¤¤◊ b Œ¤ÎÓ¤‰, Á‰ Ö¤≈¤∞¤¤ ‰̊ ¤È¤Œ¤¤◊ ê¤‰à≈¤∞¤ Á√î¤¤Ö‰ ¬¤≤¤fi Ö¬¤‰ Ö¤ b (0, 1)Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰È¤fi
Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤ í‰. Á‰¬¤¤ Œ¤¤ ‰̊ N √¤∞¤Œ¤¤◊ ê¤‰à ≈¤·∞¤¤⁄ê ¬¤≤¤fi. Ö¤≤¤fi Ö¤≈¤∞¤fi ¿¤¤“∞¤¤ (0, 1)Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰È¤fi  ¤¿¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê

Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ í‰ ≥¤‰ Ç¤¤‰̊ fi ˆ¤‰à¬¤‰ (0, 1)Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰È¤fi  ¤¿¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ Ö√¤∞î¤
Ö¬¤◊≥¤ í‰.

Ö¤≈¤∞¤‰ Ö◊≥¤“¤È¤ (0, 1)Œ¤¤◊ Ö¤Ï¤‰È¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ †‰àÖ‰ :

Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ : 1

2
, 3

4
, 1

17
, 1

179
,...

Ö¤≈¤∞¤‰ †‰î¤fl◊ ê‰ Ö¤ Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰.

ÖÛ¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ : 0 2. , 0 3. , 0 7. ,  
8

, e

7
,...

Ö¤≈¤∞¤‰ Ö¤ ÖÛ¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ í‰ ê‰ ¬¤‹ˆ ≥¤‰ †∞¤Ï¤¤ Œ¤¤ ‰̊ ¬¤fiõ¤‰¬¤fl◊ ≈¤¡Œ¤‰î¤
ä≈¤î¤¤‰√¤fi í‰.

≈¤¡Œ¤‰î¤ : †‰ B Ö¬¤‰ C √¤∞¤¤‰ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤¤‰ ˆ¤‰î¤, Ö¬¤‰
A = B ∪ C ˆ¤‰î¤, ≥¤¤‰ A ≈¤∞¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰.
Û¤¤‹ ¤‹≥¤ : B Ö¬¤‰ C √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤¤‰ ˆ¤‰à¬¤‰
N 1 2 3...... N 1 2 3......

? ? ? Ö¬¤‰ ? ? ?
B b1 b2 b3...... C c1 c2 c3......
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A = B ∪ C = {b1, c1, b2, c2,...}
N 1 2 3 4 5.....

? ? ?
A b1 c1 b2 c2 b3.....

Ö¤≤¤fi A = B ∪ C ≈¤∞¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰.

ÖÛ¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ (Irrational Numbers)

Ö¤≈¤∞¤‰ Ö◊≥¤“¤È¤ (0, 1)¬¤¤ Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤ √¤∞¤ Q √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ Û¤¤‹ ¤≥¤ êî¤¤‰Ÿ. Ö◊≥¤“¤È¤ (0, 1)¬¤fi
Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤ √¤∞¤ R Ö√¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ Û¤¤‹ ¤≥¤ êî¤¤‰Ÿ. ¿¤¤“¤‰ê‰ Ö◊≥¤“¤È¤ (0, 1)¬¤¤ ÖÛ¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰
√¤∞¤ Ir √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰. Q ∪ Ir = R ˆ¤‰à¬¤‰ Q Ö¬¤‰ Ir √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤¤‰ ˆ¤‰à¬¤‰, ≈¤¡Œ¤‰î¤ ≈¤¡Œ¤¤∞¤‰ R
≈¤∞¤ √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ ˆ¤‰Ï¤¤‰ †‰àÖ‰. Ö¤≈¤∞¤‰ Û¤¤‹ ¤≥¤ êî¤fl⁄ ê‰ R Ö√¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰. Ö¤≤¤fi Ir √¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤
í‰. ≥¤‰ Ö¤≈¤∞¤fi ¿¤¤“∞¤¤ Ç¤¤‰̊ fi í‰. Ö¤≤¤fi √¤∞¤ Ir Ö√¤∞î¤ Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰. Ö¤¬¤¤‰ Ö≤¤Ÿ Ó¤¤‰?

ÖÛ¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ Û¤◊Œ¤î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ ê“≥¤¤◊ ò¤∞¤fi Ï¤¿¤¤“‰ í‰ Ö‰˚È¤‰ ê¤‰àê Ï¤Ç¤≥¤ √¤‹∞¤≥¤Ó¤¤Û¥¤fiÖ¤‰ Ö‰Œ¤
êˆ‰Ó¤‰ ê‰ Œ¤¤‰̊ ¤Ã¤¤√¤¬¤fi Ï¤¤Û≥¤‹Ï¤ê Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ ÖÛ¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ í‰. ÁË“≤¤fi Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤¤‰ √¤∞¤ √¤∞î¤
Ö¬¤◊≥¤ √¤∞¤ í‰. í≥¤¤◊î¤‰ ÖÛ¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰¬¤fi Û¤“Ç¤¤Œ¤∞¤fiŒ¤¤◊ ≈¤¤∞¤fi¬¤fi ±¤‰È¤Œ¤¤◊ ≈¤¤∞¤fi¬¤¤ ‹ ¤◊∏fl  ¤¬¤¤Ï¤¤î¤ í‰. Ö¤Œ¤
≥¤¤‰ Ö¤≈¤∞¤¬¤‰ Û¤◊Œ¤‰î¤ Û¤◊Çî¤¤Ö¤‰ ò¤∞¤fi ∏‰Ç¤¤î¤ í‰.

Ö¤ È¤‰Ç¤ ¬¤fiõ¤‰¬¤¤ ≈¤flÛ≥¤ê¬¤¤ Ö¤¿¤¤“‰ È¤Çî¤¤‰ í‰.
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ë”Ì‹‹ Δ‹ ẪÍ‹ ë”Â ìÂ. Ü˜Œ ãΔ‹”fl Ü›¡‹ë‹”fl (Ì‹. ƒ‹‹Â.)√‹fl
ÙÌ‹¥‹ÿμ‹ Δ‹¬§‹‹ Ì‹…‹π‹”fl√‹fl Ü›Õ‹Ì—‹fiê¥‹√‹‹Â π‹Â” ˜‹≥‹ ¡‹”Â
ìÂ. Ì‹…‹π‹”fl ãΔ‹”≥‹fl √‹flú‹Â ƒ‹œ‹√‹ ë”Â ìÂ. Ü›¡‹ë‹”flÜÂ
Ù‹‹«Δ‹ÂÍ‹‡ÿ ë‹œ‹ ë”Ì‹‹œ‹‹ÿ Ü‹Ì‹Â ¥‹‹Â ¥‹Â ÜÂë‹π-À‹Â ›πÌ‹Ù‹ —‹‹π
”‹É‹Â ìÂ. Δ‹±‹ Ü˜Œ ›√‹—‹‹œ‹ëÂ (Ì‹. ƒ‹‹Â.) ë”ÂÍ‹ ë‹œ‹ Í‹‹ÿÀ‹‹
Ù‹œ‹—‹ Ù‹‡¡‹fl ¥‹‹Ë‡ÿ ”˜Â ìÂ. Ù‹œ‹ƒ‹¬ ô‹¸√‹‹ Ì‹…‹π‹”fl√‹‹Â x-
”Â Ü‹Δ‹Â ìÂ.

Ì‹Ù‹ÿ¥‹ ƒ‹‹ÂÌ‹‹”flë” Ù‹Â̧ ÂÍ‹‹á¸ Í‹‹Âú‹Œƒ‹ Ì‹›˜ëÍ‹√‹‹
(SLU)√‹‹ ›√‹œ‹‹⁄¥‹‹, Δ‹‹Â›Í‹œ‹” ›Ì‹§‹‹√‹√‹‹ Δ‹‡”Ùë¥‹‹⁄ √‹Â
Ù‹Ë⁄ë, 28 …ÂÀ‹¬‡Ü‹”fl√‹Â ”‹Û ◊̧fl—‹ ›Ì‹§‹‹√‹ ›π√‹ ¥‹”flëÂ ° Ẫ”
ë”√‹‹”‹, Δ‹Â›Ù¸Ù‹‹á≤÷Ù‹ Ü√‹Â …›¸⁄Í‹‹áî”√‹‹Â

ÜÂ√‹Ù‹‹áêÍ‹‹ÂΔ‹fl›≤—‹‹ ¥‹Ê—‹‹” ë”√‹‹”‹ ˜¥‹‹. ¥‹ÂÜ‹Â
À‹ ‡̃Δ‹‹›”œ‹‹›±‹ë Ì—‹fiê¥‹¥Ì‹ ¡‹”‹Ì‹¥‹‹ Õ‹‹”¥‹fl—‹ ú‹‹Âœ‹‹Ù‹‹√‹‹
Ì‹Ê§‹‹›√‹ë Δ‹›”ÈΔ‹ ›Ì‹ëÙ‹‹Ì‹√‹‹” Ü√‹Â Ü‹ƒ‹‹˜fl ë”√‹‹”‹
˜¥‹‹. âÙ‹”‹Â√‹Â ÜÂë ¸√‹√‹‹ ò‹—‹‹ÂËÂ›√‹ë ÜÂfi√Ë√‹√‹fl
Ô‹ÈÜ‹¥‹ ë”fl Ô‹ëÂ ¥‹Â√‹‡ÿ ›πÔ‹‹πÔ‹⁄√‹ ë”‹Ì‹√‹‹”‹ ˜¥‹‹. ¥‹ÂÜ‹Â
ƒ‹±‹¥‹”flΔ‹‚Ì‹⁄ë√‹‡ÿ °ÂÉ‹œ‹ É‹Â≤√‹‹” ›Ì‹§‹‹√‹fl ˜¥‹‹. ¥‹ÂÜ‹Â
¥‹Âœ‹√‹Â Ü√‹‡Ù‹”√‹‹”√‹Â Ù‹Ì‹⁄ƒ‹¬‹˜fl ÙÌ‹¥‹ÿμ‹¥‹‹ Ü‹Δ‹¥‹‹ ˜¥‹‹
Ü√‹Â Δ‹¬Â”±‹‹ Δ‹±‹. ÜÌ‹ë‹Ô‹ Ù‹ÿÔ‹‹Â¡‹√‹ë¥‹‹⁄ ›Ì‹§‹‹√‹flÜ‹Â Ü√‹Â
Ù‹‹œ‹‹√—‹ œ‹‹±‹Ù‹√‹‹ ˘π—‹œ‹‹ÿ ¥‹Âœ‹√‹‡ÿ ÜΔ‹‚Ì‹⁄ Ù≥‹‹√‹ ìÂ.
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