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Δ‹¬Ù¥‹‹Ì‹√‹‹

ƒ‹›±‹¥‹Ô‹‹Ùμ‹√‹‹ á›¥‹˜‹Ù‹ë‹”‹Â ÜÂÌ‹‡ÿ œ‹‹√‹¥‹‹ ëÂ Õ‹‹Ùë” (1114-1185) Δ‹ìfl ë‹Ââ Õ‹‹”¥‹fl—‹ É‹ƒ‹‹ÂÏÔ‹‹Ùμ‹fl

ëÂ ƒ‹›±‹¥‹Ô‹‹Ùμ‹fl ≥‹—‹‡ÿ √‹≥‹fl. 1832œ‹‹ÿ ú‹‹ÍÙ‹⁄ ÜÂœ‹. ›Ì‹Ô‹Â (Charles M. Whish) œ‹‹¡‹Ì‹ Ü√‹Â ¥‹Âœ‹√‹‹ ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄Ü‹ÂÜÂ

Ò‹Â±‹fl (Series) ãΔ‹” ë”ÂÍ‹‹ ë‹œ‹ ›Ì‹Û‹Â√‹‹Â Í‹ÂÉ‹ Transactions of the Royal Asiatic Society of Great

Britian and Ireland œ‹‹ Â̧ Í‹É—‹‹Â ¥—‹‹”Â É—‹‹Í‹ Ü‹Ì—‹‹Â ëÂ Õ‹‹Ùë” Δ‹ìfl Üÿ¥‹ Ü‹Ì—‹‹Â √‹≥‹fl. ›Ì‹Ô‹ ›À‹¬›¸Ô‹ ›Ù‹›Ì‹Í‹

Ü›¡‹ë‹”fl ˜¥‹‹ Ü√‹Â Õ‹‹”¥‹ ›Ì‹Û‹Â√‹‡ÿ Ù‹‹”‡ÿ §‹‹√‹ ¡‹”‹Ì‹¥‹‹ ˜¥‹‹. Ù‹‹Â Ì‹Û‹⁄ Ù‹‡¡‹fl Ü‹√‹fl ë‹ÂâÜÂ √‹‹«¡‹ Í‹fl¡‹fl √‹≥‹fl.

1940œ‹‹ÿ …”fl≥‹fl çÿ≤‹±‹Δ‹‚Ì‹⁄ë Ü‹ À‹¡‹‹√‹‹Â ÜÕ—‹‹Ù‹ Δ‹¬‹Â. Ù‹fl. ¸fl. ”‹Ëƒ‹‹ÂΔ‹‹Í‹, ¥‹Âœ‹√‹‹ Ù‹˜‹¡—‹‹—‹flÜ‹Â Ü√‹Â ¥‹Âœ‹√‹‹

›Ì‹æ‹≥‹fl⁄Ü‹ÂÜÂ Ô‹È ë—‹‹Â⁄. Ù‹‹≥‹Â Ù‹‹≥‹Â ëÂ. Ì‹fl. Ù‹œ‹‹⁄√‹‡ÿ (K. V. Sarma) Δ‹‡Ù¥‹ë, ``A History of the Kerala

School of Hindu Astronomy''

1972œ‹‹ÿ Δ‹¬›Ù‹Ω ≥‹—‹‡ÿ. Õ‹‹”¥‹fl—‹ ƒ‹›±‹¥‹-

Ô‹‹Ùμ‹flÜ‹Â Ü√‹Â É‹ƒ‹‹ÂÏÔ‹‹Ùμ‹flÜ‹Â√‹‹

ë‹œ‹√‹fl —‹‹Âƒ—‹ ëπ” ≥‹‹—‹ ¥‹Â œ‹‹ Â̧ ÜÂëÍ‹‹ ˜‹≥‹Â

Í‹≤√‹‹” œ‹‚Ï ëÂ”‹Í‹‹√‹‹ Δ‹¬‹Â. ü—‹‹ÂË⁄ ƒ‹ÂÌ‹Â”ƒ‹ÂÙ‹

°ÁÙ‹Â… (George Gheverghese

Joseph)√‹‹ÿ À‹Â Δ‹‡Ù¥‹ë‹Â, `The crest

of the Peacock' Ü√‹Â `Indian

Mathematics' É‹‚À‹ Ë Üƒ‹¥—‹√‹‹ÿ ìÂ.

É‹”ÂÉ‹” Õ‹‹”¥‹ Ù‹”ë‹”Â ¥‹Âœ‹√‹‹ ë‹œ‹√‹fl ëπ” ë”fl√‹Â

`Δ‹ªÒ‹fl'≥‹fl Ù‹√œ‹‹√‹Ì‹‹ °ÂâÜÂ.

Ü‹ë‰›¥‹ 1œ‹‹ÿ À‹¥‹‹Ì‹ÂÍ‹‹ ëÂ”‹Í‹‹ ”‹ü—‹√‹fl

ë‹Âú‹fl√‹ Ô‹ Ẫ”≥‹fl ≥‹‹Â≤‹ë ›ëÍ‹‹Âœ‹fl¸”√‹‹ Üÿ¥‹”Â

Ü‹Ì‹ÂÍ‹‹ Ù‹ÿƒ‹œ‹ƒ‹¬‹œ‹ (Sangamgram)√‹‹

À‹ë‡Í‹ ›Ì‹˜‹”œ‹‹ÿ œ‹‹¡‹Ì‹Â (1340-1425)

ƒ‹›±‹¥‹ Ü√‹Â É‹ƒ‹‹ÂÏ√‹fl Ô‹‹Ï‹ Ù≥‹‹Δ‹ÂÍ‹fl. œ‹‹¡‹Ì‹

›Ì‹Û‹Â√‹fl ≥‹‹Â≤flë œ‹‹›˜¥‹fl °±‹fl¥‹fl ìÂ. ¥‹ÂÜ‹Â

ë±‹‹⁄̧ ë√‹‹ π›”—‹‹ ›ë√‹‹”‹√‹‹ ›Ì‹Õ‹‹ƒ‹œ‹‹ÿ≥‹fl

Ü‹Ì—‹‹ ˜¥‹‹ Ü√‹Â ÜÂœΔ‹¬‹›√¥‹›”

‘åÓÜêÜÜÃÜß ÄÜÝ±Ü´Ü †ÃÜå
ƒÜÄÜÜåìïÜÜôμÜÃÜß ïÜÜìÜ

›Ì‹¨Í‹Õ‹‹â Üÿ. Δ‹¸ÂÍ‹
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(Emprantiri) À‹¬‹˙±‹ ˜¥‹‹ ËÂ √‹‹œÀ‹‡›≥‹›” (Nambuthiri) À‹¬‹˙±‹ ë”¥‹‹ÿ √‹flú‹‹ ƒ‹±‹‹—‹. Ü‹É‹”Â ÜÂœΔ‹¬‹›√¥‹›”

√‹‹œÀ‹‡›≥‹›”√‹fl Δ‹Â̧ ‹ §‹‹›¥‹ À‹√‹fl Ü√‹Â ¥‹Âœ‹√‹‹ Í‹É‹ÂÍ‹‹ Δ‹‡Ù¥‹ë `Ì‹Â√‹Ì‹”‹Ẫ ‹' (Venvaroha)œ‹‹ÿ ¥‹Âœ‹√‹fl ƒ‹‹œ‹√‹fl

Ü√‹Â ô‹”√‹fl œ‹‹›˜¥‹fl Ü‹Δ‹ÂÍ‹fl ìÂ. ¥‹Âœ‹√‹‡ÿ Ù‹ÿƒ‹œ‹ƒ‹¬‹œ‹ ˜‹Í‹œ‹‹ÿ á›”√°Í‹ë‡≤‹ (Irinjalkuda)√‹‹ √‹‹œ‹≥‹fl Ü‹ÂÏÉ‹‹—‹ ìÂ

Ü√‹Â ë‹Âú‹fl√‹√‹fl √‹¢ë Ü‹Ì‹ÂÍ‹‡ÿ ìÂ. ¥‹Âœ‹√‹‹ ô‹”√‹‡ÿ √‹‹œ‹ `Ï¢ÜUéH¢ç{çSƒ¼ì ç±ã¢Ú}¢ì' Ù‹ÿÙë‰¥‹œ‹‹ÿ Ü√‹Â `áÍ‹Âá›√‹√√‹‹Δ‹fiÍÍ‹'

(Ilaininnapalli) œ‹Í‹‹â Õ‹‹Û‹‹œ‹‹ÿ ˜¥‹‡ÿ. âÍÍ‹‹œ‹ (Illam) ÜÂ ¥‹‹›œ‹Í‹ Ô‹Àπ ìÂ, ËÂ√‹‹Â Ü≥‹⁄ œ‹‹Â̧ ‹ Ü‹ÿƒ‹±‹‹ Ù‹‹≥‹Â√‹‡ÿ

œ‹ë‹√‹. ¥‹Â Ù‹œ‹—‹√‹‹ ƒ‹›±‹¥‹Ô‹‹Ùμ‹flÜ‹Â Ü√‹Â É‹ƒ‹‹ÂÏÔ‹‹Ùμ‹flÜ‹Â áÍÍ‹‹œ‹œ‹‹ÿ Ë ” Ẫ¥‹‹ Ü√‹Â ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄Ü‹Â√‹Â ¥—‹‹ÿ Ë

Õ‹±‹‹Ì‹¥‹‹. ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄Ü‹Â âÍÍ‹‹œ‹œ‹‹ÿ Ë ” Ẫ¥‹‹. œ‹‹¡‹Ì‹√‹‡ÿ ƒ‹‹œ‹ Ù‹‹¥‹œ‹fl Ü√‹Â Ü‹´œ‹fl Ù‹πfl√‹‹ À‹¬‹˙±‹‹Â œ‹‹ Â̧√‹‹ÿ Ì‹Ù‹Ì‹‹¸√‹‹ÿ

32 ƒ‹‹œ‹‹Âœ‹‹ÿ√‹‡ÿ ÜÂë ƒ‹‹œ‹ ˜¥‹‡ÿ. œ‹‹¡‹Ì‹√‹‡ÿ œ‹‹Â̧ ‹ Õ‹‹ƒ‹√‹‡ÿ ƒ‹›±‹¥‹√‹‡ÿ ë‹œ‹ Ü¿Ô—‹ ≥‹â ƒ‹—‹‡ÿ ìÂ ü—‹‹”Â É‹ƒ‹‹ÂÏÔ‹‹Ùμ‹√‹‡ÿ

ë‹œ‹ À‹ú‹fl ƒ‹—‹‡ÿ ìÂ.

Ü‹ë‰›¥‹œ‹‹ÿ 2œ‹‹ÿ Ü‹ Ô‹‹Ï‹√‹‹ Üƒ‹¥—‹√‹‹ ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄Ü‹Â Ü‹Δ—‹‹ ìÂ, ËÂœ‹±‹Â ¥‹Â Ù‹œ‹—‹Â Üƒ‹¥—‹√‹‹ÿ Δ‹‡Ù¥‹ë‹Â

Í‹É‹ÂÍ‹‹ÿ.

œ‹‹¡‹Ì‹ 1340-1425

Δ‹‡Ù¥‹ë‹Â Ì‹Â√‹Ì‹”‹Ẫ , ÙΔ‹‡̧ ë‹√∫fiΔ¥‹

       ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄

Δ‹”œ‹ÂÚ‹” 1360-1460

Δ‹‡Ù¥‹ë‹Â ƒ‹‹ÂÍ‹‹›π›Δ‹ë‹ Ü√‹Â Ü‹—‹⁄Õ‹‹›¸—‹‹ Ü√‹Â
Í‹flÍ‹‹Ì‹›¥‹ ãΔ‹” Õ‹‹Û—‹

    Δ‹‡μ‹

π‹œ‹‹Âπ” 1410-1510

›Ì‹æ‹≥‹fl⁄ ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄ ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄

›√‹Í‹ëÿ́  1443-1560 ›Ù‹μ‹Õ‹‹√‹‡ ü—‹ÂÛ´πÂÌ‹ 1500-1610

Δ‹‡Ù¥‹ë‹Â Ü‹—‹⁄Õ‹‹›¸—‹‹ Õ‹‹Û—‹, 1475-1550 Δ‹‡Ù¥‹ë —‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹
¥‹ÿμ‹Ù‹ÿƒ‹¬̃ , ƒ‹‹ÂÍ‹‹Ù‹”

›Ì‹æ‹≥‹fl⁄    Üú—‹‡¥‹ ›Δ‹Ù‹‹”‹›¥‹
Ô‹ÿë” Ì‹›”—‹‹” 1500-1560 (Acyata Pisarati)

Δ‹‡Ù¥‹ë : ›ò—‹òœ‹ë‹›” 1550-1621

       ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄

Δ‹‡̧ ‡√‹‹œ‹ Ù‹‹Âœ‹—‹‹¢ 1733-

Δ‹‡Ù¥‹ë : ë”√‹Δ‹Ω›¥‹

       ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄

Ô‹ÿë” Ì‹›”—‹‹” 1833-

Δ‹‡Ù¥‹ë : Ù‹‹∫¥√‹œ‹‹Í‹‹

›Ì‹æ‹≥‹fl⁄
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π‹œ‹‹Âπ” Δ‹”œ‹ÂÚ‹”√‹‹ Δ‹‡μ‹ ˜¥‹‹. π‹œ‹‹Âπ”√‹‹ À‹Â Δ‹¬›Ù‹Ω ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄Ü‹Â ›√‹Í‹ëÿ́  Ü√‹Â ü—‹ÂÛ¸πÂÌ‹ ˜¥‹‹. ›√‹Í‹ëÿ́ √‹‹

Í‹É‹Ì‹‹ Δ‹¬œ‹‹±‹Â Δ‹”œ‹ÂÚ‹” œ‹‹¡‹Ì‹ Δ‹‹Ù‹Â≥‹fl ô‹±‹‡ÿ À‹¡‹‡ Ô‹flÉ‹ÂÍ‹‹. ›√‹Í‹ëÿ́  Ù‹‹Â Ì‹Û‹⁄≥‹fl Ì‹¡‹‹”Â ¢Ì‹ÂÍ‹‹ Ü√‹Â Ü‹É‹fl ¢ÿπƒ‹fl ô‹±‹‹

›Ì‹æ‹≥‹fl⁄Ü‹Â√‹Â Ô‹flÉ‹Ì‹ÂÍ‹‡ÿ. ËÂœ‹‹ÿ√‹‹ ô‹±‹‹ ¥‹Â Ù‹œ‹—‹√‹‹ √‹‹œ‹‹ÿ›ë¥‹ ›Ì‹ø‹√‹‹Â À‹√‹ÂÍ‹‹. ›√‹Í‹ëÿ́  Ü√‹Â π‹œ‹‹Âπ”√‹‹Â ›Ì‹æ‹≥‹fl⁄

ü—‹ÂÛ´πÂÌ‹ ËÂ±‹Â ëÂ”‹Í‹‹ Ùë‡Í‹√‹‡ÿ Üƒ‹¥—‹√‹‡ÿ Δ‹‡Ù¥‹ë `—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹ (Yuktibhasa)' Í‹É‹ÂÍ‹‡ÿ. ëÂ”‹Í‹‹√‹‹ ¥‹Â Ù‹œ‹—‹√‹‹

É‹ƒ‹‹ÂÏÔ‹‹Ùμ‹flÜ‹Â ËÂ À‹¡‹‹ÿ Δ‹¬œ‹Â—‹‹Â Ü√‹Â Ù‹‚μ‹‹Â Ì‹‹Δ‹”¥‹‹ ¥‹Â `—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹'œ‹‹ÿ ìÂ. Ü‹ À‹¡‹‹ÿ Δ‹¬œ‹Â—‹‹Â Ü√‹Â Ù‹‚μ‹‹Â√‹fl Ì—‹‡¥Δ‹›∂‹Ü‹Â

(Derivations) `—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹'œ‹‹ÿ ìÂ.

œ‹‹¡‹Ì‹ Δ‹ìfl√‹‹ ƒ‹›±‹¥‹Ô‹‹Ùμ‹flÜ‹Â Ü√‹Â É‹ƒ‹‹ÂÏÔ‹‹Ùμ‹flÜ‹Â Δ‹”œ‹ÂÚ‹”, ›√‹Í‹ëÿ́  Ü√‹Â ü—‹ÂÛ´πÂÌ‹√‹‹ Δ‹‡Ù¥‹ë‹Â ãΔ‹”≥‹fl

ÜÂÌ‹‡ÿ Ë±‹‹—‹ ëÂ œ‹‹¡‹Ì‹Â sin x, cos x π Ü√‹Â tanñ1 x √‹fl ô‹‹¥‹ Ò‹Â±‹flÜ‹Â œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹fl ËÂ √—‹‚̧ √‹ Ü√‹Â Í‹‹áfiÀ√‹î√‹‹

200 Ì‹Û‹⁄ Δ‹ ẪÍ‹‹ÿ œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹fl.

`—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹'√‹‹ À‹Â Õ‹‹ƒ‹ ìÂ. Δ‹ ẪÍ‹‹Â Õ‹‹ƒ‹ ƒ‹›±‹¥‹√‹‹Â ìÂ. ¥‹Âœ‹‹ÿ œ‹‹¡‹Ì‹√‹fl œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹fl ô‹‹¥‹ Ò‹Â±‹flÜ‹Â Δ‹±‹ ìÂ.

À‹fl°Â Õ‹‹ƒ‹ É‹ƒ‹‹ÂÏÔ‹‹Ùμ‹√‹‹Â ìÂ.

—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹ 1530√‹fl Ü‹Ù‹Δ‹‹Ù‹ ›√‹Í‹ëÿ́ √‹‹ `¥‹ÿμ‹ Ù‹ÿƒ‹¬̃ '√‹Â Í‹ÿÀ‹‹±‹Δ‹‡Ì‹⁄ë Ù‹‹”fl ”fl¥‹Â Ù‹œ‹°Ì‹Ì‹‹ Í‹É‹‹—‹ÂÍ‹‡ÿ.

`—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹'√‹‡ÿ  Üÿƒ‹¬Â¢œ‹‹ÿ Õ‹‹Û‹‹ÿ¥‹” ëÂ. Ì‹fl. Ù‹œ‹‹⁄√‹‡ÿ 2008œ‹‹ÿ Δ‹¬›Ù‹Ω ≥‹—‹‡ÿ ìÂ, Δ‹±‹ É‹‚À‹ Ë œ‹‹«ô‹‡ÿ ìÂ. ÜÂœ‹Âî‹Â√‹.ë‹Âœ‹

ãΔ‹” œ‹ÏÂ ìÂ. —‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹ Í‹ƒ‹Õ‹ƒ‹ ú‹‹”Ù‹‹Â Ì‹Û‹⁄ Í‹‹Âë›Δ‹¬—‹ Δ‹‡Ù¥‹ë ˜¥‹‡ÿ. `—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹'√‹fl œ‹Í‹—‹‹Í‹œ‹ Õ‹‹Û‹‹œ‹‹ÿ Í‹É‹‹—‹ÂÍ‹‹ÿ√‹fl

Δ‹¬¥‹‹Â ëÂ”‹Í‹‹œ‹‹ÿ ô‹±‹fl Í‹‹—‹À‹¬Â”flÜ‹Âœ‹‹ÿ Ù‹”Ù‹ ”fl¥‹Â Ù‹‹ú‹Ì‹fl ”‹É‹Ì‹‹œ‹‹ÿ Ü‹Ì‹ÂÍ‹fl ìÂ. Ü‹ Δ‹¬¥‹‹Â ãΔ‹”≥‹fl Ù‹ÿÙë‰¥‹œ‹‹ÿ ≥‹—‹ÂÍ‹‡ÿ

Õ‹‹Û‹‹ÿ¥‹” Indian Institute of Advanced Study ÜÂ Δ‹¬›Ù‹Ω ë—‹‡¤ ìÂ. —‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹√‹fl Ô‹ÈÜ‹¥‹œ‹‹ÿ ë‹Ââ Ëƒ—‹‹ÜÂ

Í‹ÂÉ‹ë√‹‡ÿ √‹‹œ‹ √‹≥‹fl; Δ‹±‹ À‹fl¢ ô‹±‹fl Ëƒ—‹‹ÜÂ≥‹fl œ‹Ï¥‹‹ Δ‹‡”‹Ì‹‹ Δ‹”≥‹fl ë˜fl Ô‹ë‹—‹ ëÂ ü—‹ÂÛ´πÂÌ‹Â Ü‹ Δ‹‡Ù¥‹ë Í‹É‹ÂÍ‹‡ÿ.

ü—‹ÂÛ´πÂÌ‹√‹‡ÿ ë‹Ȩ̂ ‡›œÀ‹ë ô‹” ˜Ë‡—‹Â ÜÍ‹ ‡̧” Ü√‹Â ◊̧í‹›√¸—‹‡” (Alattur and Trakkantiyar)√‹fl √‹¢ëœ‹‹ÿ ìÂ.

sine and cosine√‹fl ô‹‹¥‹ Ò‹Â±‹flÜ‹Â (Power Series) :

`—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹'œ‹‹ÿ œ‹‹¡‹Ì‹√‹fl Ù‹‹á√‹ Ò‹Â±‹fl√‹fl Ì—‹‡¥Δ‹›∂‹ (derivations) Ü‹Δ‹ÂÍ‹fl ìÂ. `¥‹ÿμ‹-Ù‹ÿƒ‹¬̃ 'œ‹‹ÿ Í‹ÂÉ‹ë

√‹flú‹Â√‹‹ Í‹‹Âë≥‹fl Ô‹ÈÜ‹¥‹ ë”Â ìÂ.

ÁŸ„Uàÿ øÊ¬flª̧áÊ øÊ¬¢ ÃÃÃ˜ »§‹ÊÁŸ ø–

„U⁄UÃ˜ ‚◊Í‹ÿÈªflª̧ÁSflÖÿÊfl ªÊÚ„UÃÒ— ∑˝§◊ÊÃ˜–

øÊÚ¬ »§‹ÊÁŸ øÊœÙ˘œı ãÿSÿÙ¬ÿȨ̀¬Á⁄U àÿ¡Ã˜ ¡ËflÊåàÿÒ...

Ù‹‹” : ú‹‹Δ‹ a Δ‹ ẪÍ‹fl ”ëœ‹ ìÂ. ú‹‹Δ‹√‹Â ú‹‹Δ‹√‹‹ Ì‹ƒ‹⁄≥‹fl ƒ‹‡±‹fl√‹Â ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â√‹Â Δ‹ ẪÍ‹fl À‹Âëfl Ù‹ÿÉ—‹‹√‹‹ Ì‹ƒ‹⁄√‹Â ¥‹Â Ù‹ÿÉ—‹‹≥‹fl

Ì‹¡‹‹”fl√‹Â ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â Ù‹ÿÉ—‹‹√‹Â r2 Ì‹≤Â ƒ‹‡±‹¥‹‹ÿ ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â√‹‹≥‹fl Õ‹‹ƒ‹¥‹‹ÿ

À‹fl¢ ”ëœ‹ = 
2

2 2
2 2( )
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 = 

3
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Ü‹ Ë ”fl¥‹Â μ‹fl¢ ”ëœ‹ œ‹ÂÏÌ‹‹Â. ÜÂ̧ Í‹Â ëÂ À‹fl¢ ”ëœ‹√‹Â ú‹‹Δ‹√‹‹ Ì‹ƒ‹⁄≥‹fl ƒ‹‡±‹¥‹‹ÿ ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â√‹Â À‹fl¢ À‹Âëfl

Ù‹ÿÉ—‹‹√‹‹ Ì‹ƒ‹⁄√‹Â ¥‹Â Ù‹ÿÉ—‹‹≥‹fl Ì‹¡‹‹”fl√‹Â ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â√‹Â r2 Ì‹≤Â ƒ‹‡±‹¥‹‹ÿ ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â√‹‹≥‹fl Õ‹‹ƒ‹¥‹‹ÿ,

μ‹fl¢ ”ëœ‹ =  .  = 
5

45!

a

r
 œ‹ÏÂ.

Ü‹ Ë ”fl¥‹Â Ò‹Â±‹fl√‹fl À‹fl¢ ”ëœ‹‹Â œ‹ÂÏÌ‹‹Â.
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ìÂÍÍ‹Â À‹Âëfl ”ëœ‹‹Â√‹‹Â Ù‹”Ì‹‹Ï‹Â ÜÂëfl ”ëœ‹‹Â√‹‹ Ù‹”Ì‹‹Ï‹œ‹‹ÿ≥‹fl À‹‹π ë”¥‹‹ÿ sine √‹‹ ú‹‹Δ‹ r √‹fl ›ëÿœ‹¥‹ œ‹ÏÂ

ÜÂ̧ Í‹Â ëÂ,

sin Ë—‹‹ = Ë—‹‹ θ = a − 

3

23!

a

r

 + 

5

45!

a

r

 − 

7

67!

a

r

 +...

a = rθ ˜‹Ââ√‹Â

sin Ë—‹‹ = Ë—‹‹ θ = r sin θ = rθ − 

3 3

2
3

θ
!

r

r

 + 

5 5

4

θ
5!

r

r

 − 

7 7

6

θ
7!

r

r

 +...

∴  sin θ = θ − 

3

3

θ
!

 + 

5

5

θ
!

 − 

7

7

θ
!

 +... ìÂ.

Ü‹ Ë Δ‹¬œ‹‹±‹Â r (1 − cos θ) √‹fl Ò‹Â±‹fl `¥‹ÿμ‹-Ù‹ÿƒ‹¬̃ '√‹‹ √‹flú‹Â√‹‹ Í‹‹Âëœ‹‹ÿ Ü‹Δ‹fl ìÂ :

çÝãy² ™¢Ð±x¢ïü‡¢ LÐæ ¼¼¼ì ÈUH¢çÝ ™ J
ãÚï¼ì ç±}¢êH²éx±x¢ïüçSÝÁ²¢±x¢üã¼ñ: RU}¢¢¼ì J
çÜU‹¼é Ã²¢„ÎHïÝñ± çmÍÝïÝ¢Í¢æ ç±|¢Á²¼¢}¢ì J
ÈUH¢‹²{¢ïù{:RU}¢à¢¢ï ‹²S²¢ïÐ²éüÐçÚ y²…ï¼ì J
à¢Ú¢Œy²ñ...

Δ‹ ẪÍ‹fl ”ëœ‹ : ú‹‹Δ‹√‹‹ Ì‹ƒ‹⁄√‹Â 2r Ì‹≤Â Õ‹‹ƒ‹‹Â ÜÂ̧ Í‹Â ëÂ Δ‹ ẪÍ‹fl ”ëœ‹ = 

2

2

a
r

.

À‹fl¢ ”ëœ‹ : Δ‹ ẪÍ‹fl ”ëœ‹√‹Â ú‹‹Δ‹√‹‹ Ì‹ƒ‹⁄≥‹fl ƒ‹‡±‹fl√‹Â ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â√‹Â À‹Â ë”¥‹‹ÿ Ì‹¡‹‹”Â Δ‹ ẪÍ‹fl À‹Âëfl Ù‹ÿÉ—‹‹√‹‹

Ì‹ƒ‹⁄√‹Â ¥‹Â Ù‹ÿÉ—‹‹≥‹fl ô‹¸‹≤fl√‹Â ËÂ œ‹ÏÂ ¥‹Â√‹Â r2 Ì‹≤Â ƒ‹‡±‹fl√‹Â Õ‹‹ƒ‹¥‹‹ÿ

À‹fl¢ ”ëœ‹ : 

2

2

a
r

. 

2

2 2
4 4( )

a

r 

= 
4

3
4!

a

r

μ‹fl¢ ”ëœ‹ : 

4

3
4!

a

r

. 

2

2 2
6 6( )

a

r 

= 
6

5
6!

a

r

À‹Âëfl ”ëœ‹√‹‹Â√‹‹Â Ù‹”Ì‹‹Ï‹Â ÜÂëfl ”ëœ‹‹Â√‹‹ Ù‹”Ì‹‹Ï‹œ‹‹ÿ≥‹fl À‹‹π ë”¥‹‹ÿ

ã∂‹òœ‹ü—‹ θ = r (1 − cos θ) = 

2

2

a
r

− 

4

3
4!

a

r

 + 

6

5
6!

a

r

 − 

8

7
8!

a

r

 +...

a = rθ œ‹‚ë¥‹‹ÿ,

r (1 − cos θ) = 

2

2

θ
!

r

− 

4

4

θ
!

r

 + 

6

6

θ
!

r

 − 

8

8

θ
!

r

 +...

∴ cos θ = 1 − 

2

2

θ
!

− 

4

4

θ
!

 + 

6

6

θ
!

 +...

Ü‹ sine Ü√‹Â cosine √‹fl ô‹‹¥‹ Ò‹Â±‹flÜ‹Â ìÂ ¥‹Â œ‹‹¡‹Ì‹Â œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹fl. Ü‹ √—‹‚̧ √‹ Ü√‹Â Í‹‹áfiÀ√‹îÂ œ‹‹¡‹Ì‹√‹‹

œ‹ÂÏÌ—‹‹ Δ‹ìfl À‹Ù‹‹Â Ì‹Û‹Â⁄ œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹fl.
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Ü‹ Ò‹Â±‹flÜ‹Â œ‹ÂÏÌ‹Ì‹‹ œ‹‹ Â̧ √‹flú‹Â√‹‹ÿ Δ‹›”±‹‹œ‹‹Â√‹fl ËÈ” Δ‹≤¥‹fl ˜‹Ââ√‹Â ¥‹Â Δ‹›”±‹‹œ‹‹Â œ‹ÂÏÌ‹flÔ‹‡ÿ. Ü‹ Δ‹›”±‹‹œ‹‹Â

`—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Û‹‹'√‹‹ 165 Ü√‹Â 173œ‹‹ÿ Δ‹‹√‹‹Ü‹Âœ‹‹ÿ ìÂ ¥‹Âœ‹Ë ›√‹Í‹ëÿ́  Ù‹‹Âœ‹—‹‹¢√‹‹ `Ü‹—‹⁄Õ‹‹›¸—‹‹-Õ‹‹Û—‹'√‹‹ ƒ‹›±‹¥‹Δ‹‹≤‹

›Ì‹Õ‹‹ƒ‹œ‹‹ÿ Δ‹‹√‹ 48-50 œ‹‹ÿ ìÂ.

(1) d(r sina) = r cosa (2) d (r cosa) = r sina

Ü‹ë‰›¥‹ 4

AB Ì‹¥‹‡⁄Ï√‹fl ú‹¥‹‡Õ‹‡⁄Ë ú‹‹Δ‹ ìÂ Ü√‹Â Ì‹¥‹‡⁄Ï√‹‡ÿ ëÂ√∫ C Ü√‹Â ›μ‹ü—‹‹ R ìÂ. ú‹‹Δ‹ AP0 = a œ‹‹ÿ ≥‹‹Â≤‹Âë

Ì‹¡‹‹”‹Â ú‹‹Δ‹ P0P1 = da ìÂ. Ü‹ë‰›¥‹ 4œ‹‹ÿ ÙΔ‹Û¸ πÂÉ‹‹—‹ ¥‹Â œ‹‹ Â̧ P0P1 œ‹‹Â̧ fl À‹¥‹‹Ì‹‹â ìÂ. P ú‹‹Δ‹ P0P1 √‹‡ÿ

œ‹¡—‹›À‹ÿπ‡ ìÂ. P0Q0, PQ, P1Q1, P0, P Ü√‹Â P1 œ‹‹ÿ≥‹fl CA ãΔ‹” π‹Â”ÂÍ‹‹Â Í‹ÿÀ‹‹Â ìÂ. ÜÂ Ë ”fl¥‹Â

P0R0, P1R1, P0 Ü√‹Â P1 œ‹‹ÿ≥‹fl CB ãΔ‹” π‹Â”ÂÍ‹‹ Í‹ÿÀ‹‹Â ìÂ. CP, P1Q1 √‹Â M ›À‹ÿπ‡ÜÂ Ü√‹Â P0P1 √‹Â

N ›À‹ÿπ‡ÜÂ ìÂπÂ ìÂ. P1Q1 Ü√‹Â P0R0 S ›À‹ÿπ‡ÜÂ ìÂπÂ ìÂ.

ΔS P1NM Ü√‹Â CMQ1 œ‹‹ÿ

∠P1MP = ∠CMQ1 (Ù‹‹œ‹Ù‹‹œ‹Â√‹‹ É‹‚±‹‹Ü‹Â)

∠P1NM = ∠MQ1C = 90o

∴  ΔS P1NM Ü√‹Â CMQ1 Ù‹œ‹ÈΔ‹ (similar) ìÂ.

∴  ∠Q1CM = ∠MP1N

˜Ì‹Â ΔS P0SP1 Ü√‹Â CPQ œ‹‹ÿ

    ∠PCQ = ∠SP1P0

    ∠PQC = ∠P1SP0 = 90o

R0

R1

B

S

N

M

P1

P

P0

O

Q1 Q Q0

O
C A
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∴  ΔS P0SP1 Ü√‹Â CPQ Ù‹œ‹ÈΔ‹ ìÂ.

∴  
1P S

CQ
 = 

0P S

PQ

 = 

0 1P P

CP

Ü‹≥‹fl, P1S = 

0 1
.CQ P P

CP

 Ü√‹Â P0S = 
0 1

.PQ P P

CP

Ü‹ë‰›¥‹ 4 œ‹‹ÿ À‹¥‹‹Ì‹ÂÍ‹fl ú‹‹Δ‹ P0P1 À‹¥‹‹Ì—‹‹ ë”¥‹‹ÿ É‹‚À‹ Ë √‹‹√‹fl ˜‹Ââ√‹Â, ú‹‹Δ‹ P0P1 À‹”‹À‹” ¢Ì‹‹

P0P1 Í‹â Ô‹ëflÜÂ Ü√‹Â P ÜÂ Ù‹‹á√‹ ¢Ì‹‹ Ü√‹Â cosine ¢Ì‹‹ À‹”‹À‹” P0 ÜÂ√‹fl sine ¢Ì‹‹ Ü√‹Â

cosine ¢Ì‹‹ ≥‹‹—‹. Ü‹≥‹fl,

P1S = sine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ =

˜‹Í‹√‹‹ Ù‹ÿëÂ¥‹‹Â (Notation) Ì‹‹Δ‹”¥‹‹ÿ,

d (r sina) = (r cosa)
da
r

Ü‹ Ë ”fl¥‹Â,

P0S = cosine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ =

= r sina 

da
r

˜‹Í‹√‹‹ Ù‹ÿëÂ¥‹‹Â Ì‹‹Δ‹”¥‹‹ÿ,

d (r cosa) = r sina

da
r

Ü‹ À‹ÿ√‹Â Δ‹›”±‹‹œ‹‹Â Ì‹‹”ÿÌ‹‹” Ì‹Δ‹”‹—‹ ìÂ.

(2) sine √‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹√‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹ = r cosa

  da
r

 

 Ü√‹Â

cosine √‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹√‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹ = r sina

  da
r

 

 Ü‹Δ‹±‹Â Ù‹‹›À‹¥‹ ë”flÔ‹‡ÿ.

Ü‹ Δ‹›”±‹‹œ‹ —‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹√‹‹ Δ‹‹√‹ 173 Ü√‹Â ›√‹Í‹ëÿ́  Ù‹‹Âœ‹—‹‹¢√‹‹ Ü‹—‹⁄Õ‹›¸Ü‹ Õ‹‹Û—‹œ‹‹ÿ Δ‹‹√‹ 51-53œ‹‹ÿ

Δ‹±‹ Ü‹Δ‹ÂÍ‹‡ÿ ìÂ.

À‹fl°Â sine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ = À‹Â sine √‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹‹Â Ì‹úú‹Â√‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹

= À‹fl°Â sine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ ñ Δ‹˜ÂÍ‹‹Â sine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹

= d (r sina) À‹fl°Â ñ d (r sina) Δ‹ ẪÍ‹‹Â

= cosine chord of the second × 

da
r

 −

cosine chord of the first  × 

da
r

P0 ÜÂ cosine ú‹‹Δ‹ x ú‹‹Δ‹œ‹‹ÿ Ì‹¡‹‹”‹Â

›μ‹ü—‹‹ r

P0 ÜÂ sine ú‹‹Δ‹ x ú‹‹Δ‹œ‹‹ÿ Ì‹¡‹‹”‹Â

›μ‹ü—‹‹ r
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S3

A

Sn

Sn
P0B

C

= (cosine chord of the second −

cosine chord of the first) × 

= cosine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ × 

= r sina  × 

= r sina 

Ü‹ Ë ”fl¥‹Â,

 À‹fl°Â cosine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ = À‹Â cosine √‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹‹Â Ì‹úú‹Â√‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹

= À‹fl°Â cosine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ ñ Δ‹˜ÂÍ‹‹Â cosine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹

= d (r cosa) À‹fl°Â ñ d (r cosa) Δ‹ ẪÍ‹‹Â

= À‹fl°Â sine chord ×  − Δ‹ ẪÍ‹‹Â sine chord × 

= (À‹fl°Â sine chord − Δ‹ ẪÍ‹‹Â sine chord) × 

= sine √‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ × 

= r cosa

˜Ì‹Â Ü‹Δ‹±‹Â ú‹‹Δ‹ Ü√‹Â Ù‹‹á√‹ (ü—‹‹) Ì‹úú‹Â√‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹√‹‡ÿ Ù‹‚μ‹ œ‹ÂÏÌ‹flÔ‹‡ÿ :

Ü‹ë‰›¥‹ 5

ú‹‹Δ‹ AP0 √‹Â n Ù‹”É‹‹ Õ‹‹ƒ‹œ‹‹ÿ Ü‹ë‰›¥‹ 5 œ‹‹ÿ À‹¥‹‹Ì—‹‹ Δ‹¬œ‹‹±‹Â Õ‹‹ƒ‹‹Â. ú‹‹Δ‹ AP0 √‹fl Í‹ÿÀ‹‹â a ìÂ

Ü√‹Â n Ù‹”É‹‹ Õ‹‹ƒ‹√‹fl Í‹ÿÀ‹‹â  = Δa ìÂ. Ü‹ ›À‹ÿπ‡Ü‹ÂÜÂ S1, S2,..., Sn sin (ü—‹‹)√‹fl ›ëÿœ‹¥‹‹Â ìÂ

Ü√‹Â Ü‹ ›À‹ÿπ‡Ü‹ÂÜÂ ΔS1, ΔS2,... Ù‹‹á√‹√‹fl ›ëÿœ‹¥‹‹Â√‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹ ìÂ.
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ΔS1 = S1 − 0 = S1

ΔS1 − ΔS2 = S1

 
2

da
r

 
 

∴  ΔS2 = S1 − S1  
2

da
r

 
 

ΔS2 − ΔS3 = S2  
2

da
r

 
 

∴  ΔS3 = ΔS2 − S2  
2

da
r

 
  = S1 − S1  

2
da
r

 
  − S2  

2
da
r

 
 

Ü‹ Ë ”fl¥‹Â,

    ΔSn = S1 − S1  
2

da
r

 
 ... − Sn – 1  

2
da
r

 
 

Ü‹ À‹¡‹‹√‹‹Â Ù‹”Ì‹‹Ï‹Â,

1

n

k  
 ΔSk = ΔS1 + ΔS2 +...+ ΔSn

= S1 + 

 
2

1 1S S
da
r

         

+...+ S1 − S1

 
2

da
r

 
 

... − Sn – 1  
2

da
r

 
 

= nS1 − {(n − 1) S1 + (n − 2) S2 + ... + 2Sn − 2 + Sn − 1}  
2

da
r

 
 

= {S1 + (S2 − S1) + (S3 − S2) + ... + (Sn – Sn − 2)} = Sn

∴     Sn = nS1 − {(n − 1) S1 + (n − 2) S2 + ... + Sn − 1}  
2

da
r

 
 

°Â n É‹‚À‹ Ë œ‹‹Â̧ ‹Â ˜‹Â—‹, ¥‹‹Â Ù‹‹Ê≥‹fl Δ‹ ẪÍ‹‹Â Ù‹‹á√‹ (ü—‹‹) S1 Ü√‹Â Ù‹‹Ê≥‹fl Δ‹ ẪÍ‹‹Â ú‹‹Δ‹ Ù‹”É‹‹ ≥‹Ô‹Â. Ü‹≥‹fl

nS1 = ú‹‹Δ‹ AP0 = a ≥‹Ô‹Â. Ü‹≥‹fl Ü‹É‹fl ú‹‹Δ‹ AP0 − S0

(3) = {(n − 1) S1 + (n − 2) S2 + ... + 2Sn − 2 + Sn − 1}  
2

da
r

 
  ìÂ.

˜Ì‹Â Ü‹Δ‹±‹Â ú‹‹Δ‹ a √‹fl éú‹‹â œ‹ÂÏÌ‹flÜÂ.

cosine √‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹√‹‹ Ù‹”Ì‹‹Ï‹ = S1

da
r

 + S2

da
r

 + ... + Sn

da
r

= 

da
r

 {S1 + S2 + ... + Sn}

°Â Ü‹Δ‹±‹Â Ü°±‹fl ü—‹‹ Si À‹”‹À‹” ú‹‹Δ‹ iδa Í‹âÜÂ Ü√‹Â da = 1 Í‹âÜÂ Ü√‹Â Sn = Sa

˜‹Ââ√‹Â,
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cosine √‹‹ ¥‹…‹Ì‹¥‹√‹‹ Ù‹”Ì‹‹Ï‹ = {1 + 2 + 3 + ... + a}

    = 

(4) Ü‹≥‹fl ú‹‹Δ‹ a √‹fl éú‹‹â =  = H

`—‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹'œ‹‹ÿ ΔS1 √‹Â œ‹ÂÏÌ‹Ì‹‹√‹fl À‹fl¢ ”fl¥‹ Ü‹Δ‹fl ìÂ.

ΔS1 = Cm
1

 ü—‹‹ÿ, Cm
1

 cos (ü—‹‹) Δ‹ ẪÍ‹fl ú‹‹Δ‹√‹‹ œ‹¡—‹›À‹ÿπ‡ÜÂ ìÂ ÜÂ ÜÂ√‹fl Ü‹Ô‹”Â

›ÿëœ‹¥‹ Cm
1

  (r – h1) ü—‹‹ÿ, h1 Δ‹ ẪÍ‹fl ú‹‹Δ‹√‹‹ œ‹¡—‹›À‹ÿπ‡√‹fl éú‹‹â πÔ‹‹⁄Ì‹Â ìÂ. Ü‹≥‹fl,

ΔS1  | r – h1 |  ìÂ. Ü‹ Ë ”fl¥‹Â ΔS2  | r – h2| ...,

ΔSn = | r – hn |  ≥‹‹—‹.

∴ ΔS1 – ΔSn = | r – h1 – r + hn |  = | hn – h1 | .

°Â n ô‹±‹‹Â œ‹‹Â̧ ‹Â ˜‹Â—‹, ¥‹‹Â —‹‡fiê¥‹Õ‹‹Ù‹œ‹‹ÿ Ë±‹‹Ì—‹‹ œ‹‡ËÀ‹ h1 √‹fl Ü‹Ô‹”Â ›ëÿœ‹¥‹ 0 ìÂ Ü√‹Â

h1 = H ìÂ. Ü‹≥‹fl,

ΔS1 – ΔSn = H  =  = da ≥‹‹—‹.

°Â da = 1 ˜‹Â—‹, ¥‹‹Â ΔS1 – ΔSn = , Ü‹ Ë ”fl¥‹Â,

ΔS1 – ΔSn – 1 = , ΔS1 – ΔSn – 2 = 
2

2

2

2

( )a

r

 

ú‹‹Δ‹ ñ Ù‹‹á√‹ (ü—‹‹) = 
1

n

i  
 (ΔS1 – ΔSi)

= {a2 + (a – 1)2 + ... + (a – i)2 + 1}

= dx (x2) = 

= 

(5) ú‹‹Δ‹ a √‹fl éú‹‹â œ‹ÂÏÌ‹Ì‹‹ œ‹‹ Â̧ Ü‹Δ‹±‹Â (3)œ‹‹ÿ éú‹‹â = {1 + 2 + 3 +...+ a} œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹fl.

(4)œ‹‹ÿ πÔ‹‹⁄Ì—‹‹ Δ‹¬œ‹‹±‹Â ú‹‹Δ‹ ñ Ù‹‹á√‹ (ü—‹‹)√‹‹Â ¥‹…‹Ì‹¥‹  ˜‹Ââ√‹Â, ¥‹Â Ü‹Δ‹±‹Â (3)œ‹‹ÿ≥‹fl À‹‹π

ë”Ì‹‹Â Δ‹≤Â. Ü‹≥‹fl, ú‹‹Δ‹√‹fl éú‹‹â œ‹‹ Â̧,
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1

r
33

2 2

1
1

3 3

( )
( )

! !

aa
a a ...

r r

         
                    

=

1

r

{a + (a – 1) + (a – 2) +...+ 1} – 

1

r
33

2 2

1

3 3

( )

! !

aa
...

r r

   
    

   

Ü‹≥‹fl ú‹‹Δ‹√‹fl éú‹‹â√‹‹ ›√‹Ì‹Âπ√‹œ‹‹ÿ Ù‹‡¡‹‹”‹√‹fl ”ëœ‹

–

3

1

3!r

{a3 + (a – 1)3 + (a – 2)3 +...+ 13} = –

4

1

3!r
0

a

 

x3 dx

= –

4

1

4!r

a4 ìÂ.

Ü‹Δ‹±‹Â (4) œ‹‹ÿ ú‹‹Δ‹-Ù‹‹á√‹ (ü—‹‹) = 

2

1

2r

{a2 + (a – 1)2 + ... + 1} œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹‡ÿ.

Ü‹Δ‹±‹Â éú‹‹â√‹‹ ›√‹Ì‹Âπ√‹œ‹‹ÿ –

4

1

4!r

a4 œ‹ÂÏÌ—‹‡ÿ. Ü‹≥‹fl,

ú‹‹Δ‹-Ù‹‹á√‹ (ü—‹‹) = 

22

2 24 4

11 14 4

2 24 4

( )
( 1)

! !

aa
a a

r rr r

         
                  

.

= 2

1

2r
{a2 + (a – 1)2 + ... + 12} – 

4

1

4!r

{a4 + (a – 1)4 + ... + 14}

= 

2

1

2r

{a2 + (a – 1)2 ...} – 

4

1

4!r
0

a

 

x4 dx

= 

2

1

2r
0

a

 

x2 dx – 

4

1

4!r
0

a

 

x4 dx

= 

2

1

2r

 ..... 

3

3

a

 − 

5

4
5!

a

r

Ü‹ Ù‹‡¡‹‹”‹Â ü—‹‹”Â ë”flÜÂ ¥—‹‹”Â,

ú‹‹Δ‹ a – sin (ü—‹‹) = 

3

2
3!

a

r

 − 

5

4
5!

a

r

Ü‹ Ù‹‡¡‹‹”‹Â ü—‹‹”Â ë”Â ËâÜÂ, ¥—‹‹”Â

ú‹‹Δ‹ a – sin (ü—‹‹) = 

3

2
3!

a

r

 − 

5

4
5!

a

r

 + 

7

6
7!

a

r

sin (ü—‹‹) = a – 

3

2
3!

a

r

 + 

5

4
5!

a

r

 − 

7

6
7!

a

r

 +...
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r sin θ = rθ –  +  −  +...

∴ sin θ = θ –  +  −  +...

cos (ü—‹‹) = r – ú‹‹Δ‹√‹fl éú‹‹â

= r – 

r cos θ = r –  +  – ...

= r –  +  – ...

∴ cos θ = 1 –  +  − ...

tan
–1 θθθθθ √‹fl ô‹‹¥‹ Ò‹Â±‹fl :

ëÍ‹√‹ƒ‹›±‹¥‹√‹fl ”fl¥‹Â ô‹‹¥‹ Ò‹Â±‹fl Ù‹”Ï¥‹‹≥‹fl œ‹ÂÏÌ‹fl Ô‹ë‹—‹.

Apq Ì‹¥‹‡⁄Ï√‹fl ú‹‹Δ‹ ìÂ Ü√‹Â OA ›μ‹ü—‹‹ À‹”‹À‹” 1 ìÂ.

δθ = ú‹‹Δ‹ pq = pm = 

t = tan θ Í‹âÜÂ.

∴  θ = 2
1

dt

t

 
  
  

= 

= t –  +  –  + ...

∴  θ = tan–1 t = t –  +  –  + ... °Â | tan θ | ≤ 1

°Â θ =  ˜‹Â—‹, ¥‹‹Â t = tan  = 1 ˜‹Ââ√‹Â,

 = 1 –  +  –  ... ìÂ. (**)

(**) ëâ ”fl¥‹Â ëÂ”‹Í‹‹√‹fl Ô‹‹Ï‹ÜÂ Ü≥‹Ì‹‹ œ‹‹¡‹Ì‹Â œ‹ÂÏÌ‹ÂÍ‹‡ÿ ¥‹Â °ÂâÜÂ.

A

P

Q

q

p

m

O
θ

δθ

Ü‹ë‰›¥‹ 6
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Ü‹ë‰›¥‹ 7(a)             Ü‹ë‰›¥‹ 7(b)             Ü‹ë‰›¥‹ 7(c)

Ü‹ë‰›¥‹ 7(a) œ‹‹ÿ ›μ‹ü—‹‹ OA = 1 Ü√‹Â ∠AOB = 

4

π

 Ì‹‹Ï‡ Ì‹¥‹‡⁄Ï ìÂ. ÙΔ‹Ô‹⁄ë AB, A ›À‹ÿπ‡ÜÂ

ìÂ. ú‹‹Δ‹ AD = 

2

8

π

 = 

4

π

 ìÂ. Ü‹ë‰›¥‹ 7(b) œ‹‹ÿ ú‹‹Δ‹ AD √‹‹ Δ‹‹ÿú‹ Ù‹”É‹‹ Õ‹‹ƒ‹ ë—‹‹⁄ ìÂ. Ü‹Δ‹±‹Â Ù‹”Ï¥‹‹

œ‹‹ Â̧ Δ‹‹ÿú‹ Õ‹‹ƒ‹ ë—‹‹⁄ ìÂ. G œ‹‹ÿ≥‹fl GJ, OH ãΔ‹” Í‹ÿÀ‹ π‹Â”flÜÂ. F ›À‹ÿπ‡ÜÂ Ì‹¥‹‡⁄Ï√‹Â ÙΔ‹Ô‹⁄ë FI π‹Â”flÜÂ ËÂ OG

√‹Â I ›À‹ÿπ‡Â ìÂπÂ ìÂ. Ü‹Δ‹±‹Â ú‹‹Δ‹ EF ËÂ À‹Â Ù‹‡”ÂÉ‹‹Ü‹Â OG Ü√‹Â OH Ì‹úú‹Â Ü‹Ì‹ÂÍ‹fl ìÂ ¥‹Â√‹fl ›ëÿœ‹¥‹ œ‹ÂÏÌ‹flÜÂ.

ΔS GHJ Ü√‹Â OAH œ‹‹ÿ

∠JHG = ∠OHA

∠OAH = ∠HJG = 90o

˜‹Ââ√‹Â À‹ÿ√‹Â Ù‹œ‹ÈΔ‹ (similar) ìÂ.

∴GJ
OA

 = GH
OH

   OA = 1 Ü√‹Â HG = 1
5

 ˜‹Ââ√‹Â

GJ = 

1

5

OH  ≥‹‹—‹.

ΔS OFI Ü√‹Â OJG œ‹‹ÿ

∠HOG = ∠FOE

∠GJO = ∠IFO = 90o

˜‹Ââ√‹Â À‹ÿ√‹Â Ù‹œ‹ÈΔ‹ ìÂ.

∴

FI
JG

 = 

OF
OJ

   ∴ FI = 

JG
OJ

n = 5 √‹‹ À‹πÍ‹Â n √‹fl ü—‹‹”Â œ‹‹Â¸fl ›ëÿœ‹¥‹ ˜‹Â—‹, ¥—‹‹”Â OH 

 

 OJ Í‹âÜÂ.

∴ FI = 

JG
OJ

.

OJ
OH

 JG
OH

   

 1

5

2(OH)

; OH2 = OA2 + (AH)2

= 1 + 

  
2

4
5

∴ arc EF 

 

 FI = 

  

1

5

2
4

5
1  

Ü‹≥‹fl, ú‹‹Δ‹ AD √‹fl Í‹ÿÀ‹‹â = 
  

1
5

2
1

5
1  

 + 
  

1
5

2
2

5
1  

 + 
  

1
5

2
3

5
1  

 + 
  

1
5

2
4

5
1  

 + 
  

1
5

2
5

5
1  

D
B

AO
4

π

D
B

A
O

D
B

A
O

H = 4/5

H = 3/5
H 1/5

G

E

F
J

I
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°Â n = 5 √‹‹ À‹πÍ‹Â n Ë ”‹É‹flÜÂ, ¥‹‹Â

ú‹‹Δ‹ AD √‹fl Í‹ÿÀ‹‹â =  +  +...+  + 

= 

Ü‹Δ‹±‹Â °±‹flÜÂ ìflÜÂ,

 = 1 + r + r2...+...  | r | < 1. Ü‹œ‹‹ÿ r = –s œ‹‚ë¥‹‹ÿ

 =  = 1 – s + s2 – s3 +... œ‹ÏÂ.

 = 1 –  +  –  +... Ì‹ƒ‹Â”Â.

Ü‹≥‹fl,

ú‹‹Δ‹ AD √‹fl Í‹ÿÀ‹‹â = 

   + 1 –   
2

2
n  +  –  ...

   + 

=  {(n – 1)} – {12 + 22 + 32 + ... + (n – 1)2}

+ {14 + 24 + ... + (n – 1)4} – {16 + 26 + ... + (n – 1)6}

Ü‹Δ‹±‹Â °±‹flÜÂ ìflÜÂ,

    as n → ∞. Ü‹≥‹fl,

    = ,    , Ì‹ƒ‹Â”Â.

Ü‹≥‹fl, AD √‹fl Í‹ÿÀ‹‹â = 1 –  +  –  + ... = 

∴  = 1 –  +  –  +...

Ü‹ Í‹ÂÉ‹ √‹flú‹Â√‹‹ÿ Δ‹‡Ù¥‹ë‹Â√‹‹ Ü‹¡‹‹”Â Í‹É—‹‹Â ìÂ :

(1) Joseph G. G. : Indian Mathematics : enganging with the world from ancient
to modern times, World Scientific Publishing Europe LTD., 2016
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(2) Joseph G. G. : A passage to infinity : medieval Indian mathematics from Kerala
and its impact, Sage Publication LTD., 2009

(3) Puttaswamy T.K. : Mathematical Achievements of Pre-modern Indian
Mathematicians, Elsevier, 2012

Δ‹›”›Ô‹Û¸ (Appendix)
›˜√π‡ ›μ‹ë‹Â±‹›œ‹›¥‹ (Hindu Trigonometry)

Ü‹Δ‹±‹Â Ù‹‹á√‹√‹‹Â (sine) Ü≥‹⁄ Ô‹‡ÿ ¥‹Â °ÂâÜÂ.

PMQ Ì‹¥‹‡⁄Ï√‹fl ú‹‹Δ‹ (arc) ìÂ Ü√‹Â Ì‹¥‹‡⁄Ï√‹‡ÿ ëÂ√∫ O ìÂ.

M ú‹‹Δ‹ PQ √‹‡ÿ œ‹¡—‹›À‹ÿπ‡ ìÂ. PMQ √‹‹Â Ü‹ë‹” ú‹‹Δ‹ Ü≥‹Ì‹‹

¡‹√‹‡Û—‹ ËÂÌ‹‹Â ìÂ. Chord PQ, P Ü√‹Â Q √‹Â °Â≤¥‹fl Ù‹‡”ÂÉ‹‹ ìÂ.

¥‹Â√‹Â Ù‹ÿÙë‰¥‹œ‹‹ÿ ü—‹‹ ë ẪÌ‹‹œ‹‹ÿ Ü‹Ì‹Â ìÂ. Ù‹œ‹—‹ Ë¥‹‹ÿ PB √‹Â Ë Í‹‹Âë‹Â

ü—‹‹ ë Ẫ¥‹‹ ≥‹â ƒ‹—‹‹. Ü‹ PB ü—‹‹ ¥‹Â Ë ›˜√π‡ Ù‹‹á√‹ (Hsine).

°Â ∠POM = ∠θ ˜‹Â—‹, ¥‹‹Â

ü—‹‹ (θ) = PB = Rsinθ = Hsinθ   ü—‹‹ÿ, R Ì‹¥‹‡⁄Ï√‹fl ›μ‹ü—‹‹ ìÂ. Ü‹√‹‹Â Ü≥‹⁄ ÜÂ ëÂ Hindu

sinθ À‹”‹À‹” ˜‹Í‹√‹‹Â sine ƒ‹‡±—‹‹ R ìÂ. Ù‹‹œ‹‹√—‹ ”fl¥‹Â R √‹fl ë‹Ââ ú‹‹ÂíÙ‹ ›ëÿœ‹¥‹ Í‹ÂÌ‹‹—‹ ìÂ.

Ü‹”À‹‹ÂÜÂ ü—‹‹”Â Õ‹‹Û‹‹ÿ¥‹” ë—‹‡¤ ¥—‹‹”Â ¥‹Âœ‹√‹‹ ˜‹≥‹œ‹‹ÿ ü—‹‹√‹‹Â À‹fl°Â `¢Ì‹‹ (Jiva)' `¢Ì‹‹ (Jiba)' À‹√—‹‹Â Ü√‹Â

ÜÂ”ÂÀ‹flëœ‹‹ÿ `Jiab' À‹√—‹‹Â. ¢Ü‹À‹√‹‹ ËÂÌ‹‹Â Ë ÜÂ”ÂÀ‹flë Õ‹‹Û‹‹œ‹‹ÿ Ô‹Àπ ìÂ, ËÂ√‹‹Â Ü≥‹⁄ ˘π—‹ ìÂ. ”‹Âœ‹√‹‹Â√‹‹ ˜‹≥‹œ‹‹ÿ

Ü‹ À‹√√‹Â Ô‹Àπ‹Â ÜπÍ‹À‹πÍ‹ ≥‹â ƒ‹—‹‹ Ü√‹Â ü—‹‹ À‹√—‹‹Â Sinus (˘π—‹). Ü‹ ”fl¥‹Â `ü—‹‹' À‹√—‹‹Â `sine'.

ü—‹‹ θ = R sinθ = PB

ë‹Â›¸ü—‹‹ θ = R cosθ = OB

˜Ì‹Â, MB = OM – OB = R – R cosθ = R (1 – cosθ) = ã∂‹òœ‹ü—‹ θ

Utkramajya θ = MB = R (1 – cosθ)

°Â P √‹‹ —‹‹œ‹ (x, y) ˜‹Â—‹, ¥‹‹Â

PB = Rsin θ = y

OB = Rcos θ = x

PB
sin  (Jya) = s = Rθ = Rsinθ

Indian sine is not a ratio but a linear measure.

MB = OM – OB = R – Rcos θ = R(1 – cosθ)

›Ì‹¨Í‹Õ‹‹â Üÿ. Δ‹ Â̧Í‹

`ÙÌ‹”‹Ë', √‹”›Ù‹ÿ̃ ¢ œ‹ÿ›π” Δ‹‹Ù‹Â, ãÌ‹‹”Ù‹π ”‹Â≤, œ‹‡.Δ‹‹Â. Ô‹Â”≥‹‹, ¥‹‹.¢. ƒ‹‹ÿ¡‹fl√‹ƒ‹” œ‹‹Â. 94280 19042
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